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Résumé 

Le but de ce texte est de donner explicitement les valeurs des restric- 
tions aux points fixes d'une base ^> w (resp. /t e ) de la if-théorie équivari- 
ante des variétés de drapeaux (resp. des variétés de Bott-Samelson). On 
donne tout d'abord une démonstration combinatoire de la formule des 
ip w (théorème 1). Grâce à la formule de localisation, on calcule ensuite 
une base /i e de la Jf-théorie équivariante des variétés de Bott-Samelson 
(théorème 3) ce qui nous donne une démonstration plus géométrique du 
théorème 1. Cette étude nous permet également de calculer la matrice de 
changement de bases entre ip w et *[0-x m ]. 

Abstract 

The aim of this text is to give an explicit formula for the restriction 
to the fixed points of a basis ip w (resp. fie) of the equivariant 7f-theory of 
the flag varieties (resp. of the Bott-Samelson varieties). First of ail, we 
give a combinational proof of the formula for the %j) w (theorem 1). Then, 
we calculate a basis /i e of the equivariant Tf-theory of the Bott-Samelson 
varieties using the localization formula (theorem 3). Then we give a more 
géométrie proof of the theorem 1 using the theorem 3. In the finite case, 
we describe how the basis *[0x ] transforms with respect to the basis 



Après avoir rédigé cette note, j'ai eu connaissance de résultats de William 
Graham qui prouve la formule du théorème 1 de deux manières différentes dans 
le preprint |ic|| . Une de ses deux démonstrations utilise des idées similaires à 
celles développées dans les sections 3 et 4. Ces idées sont utilisées par Sarah 
Billey dans || dans le cas de la cohomologie équivariante. Pour le type A, 
les algèbres de Hecke sont également utilisées dans les articles JÏ3) et dans 
le cadre de la if-théorie équivariante. Dans jÏÏj, William Graham donne des 
formules explicites pour la restriction aux points fixes des classes [O^ ] . 



1 Préliminaires et notations 

Les définitions et les résultats qui suivent sur les algèbres de Kac-Moody 
sont exposés dans ||. Soit A — (ciij)i<ij< r une matrice de Cartan généralisée 
(c'est-à-dire telle que au = 2, — oy G N si i / j, et = si et seulement 
si ciji — 0). On choisit un triplet (f),7r,7r v ) (unique à isomorphisme près), où t) 
est un C-espace vectoriel de dimension (2r — rg(A)), ir = {ai}i<i< r C f)*, et 
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7r v = {hi}i<i< r G f) sont des ensembles d'éléments linéairement indépendants 
vérifiant aj(hi) — ay. L'algèbre de Kac-Moody g = g{A) est l'algèbre de Lie sur 
C engendrée par f) et par les symboles et fi (1 < i < r) soumis aux relations 
[f), t)] = 0, [h, ej = a>i(h)ei, [h, fi] = —cii(h)fi pour tout /i E f) et tout 1 < i < r, 
[ e ii fj] = àijhj pour tout 1 < i,j ' < r, et : 

(ade,) 1 -^) = = (ad/,) 1 ^/,) V l<i/j<r, 

L'algèbre t) s'injecte canoniquement dans g. On l'appelle la sous-algèbre de 
Cartan de g. On a la décomposition suivante : 

= f) © (flo®fl-<*)) 

a6A + 

où pour A G f)*, 0a = {a; G g tels que [h, x] — \{h)x,\lh G f)}, et où on définit A + 
par A + = {a G Xh=i tels que a ^ et g a ^ 0}. On pose A = A + U A_ où 
A_ = — A + . On appelle A + (respectivement A_) l'ensemble des racines posi- 
tives (respectivement négatives). Les racines {cti}i<i< r sont appelées les racines 
simples. On définit une sous-algèbre de Borel b de g par b = f) © X) q <e a + S"- 

Au couple (g, f)), on associe le groupe de Weyl W C Aut(f)*), engendré par 
les réflexions simples {ri}i<i< r , où rj(À) = À — \(hi)cti pour tout A G fj*. Le 
groupe W étant un groupe de Coxeter, on a une notion d'ordre de Bruhat 
qu'on notera u < v et une notion de longueur qu'on notera l(w). On notera 1 
l'élément neutre de W et dans le cas fini (i.e W fini A définie positive g 
de dimension finie), on note wq le plus grand élément de W. Le groupe de Weyl 
préserve A. On pose R — Wn et R + = RCi A+. Pour (3 = wcti G R + , on pose 
r/3 = wriW^ 1 G (qui est indépendant du choix du couple (w, ai) vérifiant 
(3 = won). Pour un élément w de W, on définit l'ensemble A(w) des inversions 
de w par A(w) = A + n w _1 A_. 

On fixe un réseau feCf) tel que : 

(i) fe®zC=(|, 

(ii) hi G f)z pour tout 1 < i < r, 

(iii) f)z / '5Zi=i es t sans torsion, 

(iv) Qj G f)z = Hom(() Z ,Z) (G [)*) pour tout 1 < « < r. 

On choisit des poids fondamentaux p.; G f)J (1 < i < r) qui vérifient Pi(hj) — 
Sij, pour tout 1 < i, j < r. On pose p = X)i=i Pi- 

On note G = G(A) le groupe de Kac-Moody associé à g par Kac et Peterson 
dans jÔ). Dans le cas fini, G est un groupe de Lie semi-simple complexe connexe 
et simplement connexe. On note H C B C G les sous-groupes de G associés 
respectivement à f) et b. Soit K la forme unitaire standard de G et T — K n H 
le tore maximal de K associé à (). On pose X = G/B = K/T. On fait agir T 
sur X par multiplication à gauche. 

Soit X[T] le groupe des caractères de T, on pose R[T] = Z[AT[T]] et on note 
Q[T] le corps des fractions de R[T]. Pour un poids entier A, on note e A G X[T] 
le caractère correspondant. 
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On note F(W, R[T]) (respectivement F(W, Q[T])) l'algèbre des fonctions sur 
W à valeurs dans R[T] (respectivement Q[T]) munie de l'addition et de la mul- 
tiplication point par point. Pour tout 1 < i < r, on définit un opérateur de 
Demazure A sur F(W,Q[T]) par : 



1 - e~ va - 

Les opérateurs de Demazure vérifiant les relations de tresses de W, on peut 
définir un opérateur D w pour tout w G W. On note $ la sous-algèbre de 
F(W, R[T}) définie par : 

f = {/ G F{W,R[T}), telles que \/w G W, D w f e F(W,R[T})}. 



2 i^-théorie équivariante des variétés de drapeaux 

On définit la if -théorie T-équivariante de X = G/B comme le groupe con- 
struit à partir du semi-groupe des classes d'isomorphisme de fibrés complexes 
T-équivariants au dessus de X. On munit ce groupe d'une structure d'anneau 
définie à l'aide du produit tensoriel. De plus comme la if-théorie T-équivariante 
du point s'identifie à R[T], on obtient une structure de iî[T]-algèbre qu'on notera 
Kt{X). L'ensemble X T des points fixes de X sous l'action de T s'identifie à 
W . L'injection de X T dans X définit une application i* T : Kt(X) — ► Kt(X t ). 
De plus, l'ensemble des points fixes étant discret, on peut identifier Kt(X t ) 
avec F(W, R{T]) et on a ainsi une application i* T : Kt{X) — ► F(W, R[T]). On 
notera * l'involution de K~t(X) définie par la dualité des fibrés et on notera de 
la même façon l'involution de R[T] définie sur les caractères par *(e A ) = e~ A , 
ce qui induit une involution de F(W,R[T}). Pour tout élément r G Kt{X), 
«t( t ) = î^(*r). Le résultat suivant est prouvé dans |Q : 

Proposition 1 L'application est injective et l'image de Kt{X) par cette 
application est égale à \t. De plus, $ = n^ew R[T]^P W , où les fonctions tp w 
sont caractérisées par les propriétés suivantes : 
(i) ip w (v) = sauf si w < v, 

f = ip w + V ri si wn < w, 

( m ) | Diip w = si wri > w, 

(iv) Vw G W,^{v) = eP- v P. 

On pose i> w = (i^)" 1 ^). 

Remarque 1 Un élément f = {a w ) w& w de Yiwew R[T]i/> w est bien une fonc- 
tion de W à valeurs dans R[T]. En effet soit v G W, d'après la propriété (i), 
Eui6iy a «'^'"( 1 ') es t une somme finie où les termes éventuellement non nuls 
correspondent aux éléments u de W qui vérifient u < v. 

Dans [jyj, B. Kostant et S. Kumar composent i^ avec 4> '■ F(W,Q[T]) — > 
F(W,Q[T]) définie par 0(/)(w) = /(w^ 1 ) pour tout élément / de F(W,Q[T]) 
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et tout w G W. Ils trouvent alors la sous algèbre (notée ^ dans |Q) de 
F(W,R[T}): 

= F(W,R[T]), telles que Vw G VF, D' w f G F(W,JÏ[T])}, 
où les opérateurs D' w sont définis à partir des opérateurs D[ donnés par : 

Ils considèrent la base 1/4 (notée ip w dans |ïï|) de ^' reliée à la base ip w de 
la proposition 1 par la relation ip' w — (j)(Tp w ). Pour tout couple (w,v) G W 2 , 
i>' w (v)=ip w - 1 (v- 1 ). 

On définit le monoïde W_ comme le monoïde engendré par les éléments 
{Li}i<i<r soumis aux relations rf = r i et aux mêmes relations de tresses que 
les éléments r.; de W. D'après l'étude générale des algèbres de Hecke, l'ensemble 
W s'identifie à l'ensemble W. Pour un élément w de W, on notera w l'élément 
correspondant dans W_ et pour v G W_, on notera v l'élément associé dans W . 
Dans W_, on a les relations suivantes : 



WTj SI WTi > W, 

w si WTi < w. 



(1) 



[ = jyw si r,w > w, , . 

\ Li Ml — Ml si r i w < w. 

Soit v G W et soit w = ■ • ■ r», une décomposition réduite de w. Pour 
1 < j < l, on définit un élément f3j G f)* par flj = • • • r ij _ 1 ai j . 

Théorème 1 Si w G W est tel que w < v , on a la formule suivante : 
r{v) = eP - vp 5>-"* - 1) • • ■ (e-ft- - 1), 

i(u>)<m<i(i>) 

om /a deuxième somme porte sur l'ensemble des entiers 1 < j'i < • • • < j m < l 
tels que . . . n jm = w. 

Donnons quelques exemples de calculs pour expliciter cette formule. 

Tout d'abord pour tout v G W, on retrouve bien i/) 1 (w) = e p ~ vp , puisque la 
seule façon de trouver 1 en dessous de v est de prendre la suite vide. 

Plaçons nous dans le cas où G = SL4(C). Calculons vp w (v) avec w — r^r-z 
et v = r2r-irir\r2- Il y a 3 façons de "trouver w en dessous de v" : w = r^ n 3 , 
w = ri 2 ri 5 , w — ri 2 r, 3 r.; 5 , et on trouve donc : 
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_ g2ai+4oi2+3a!3 M _|_ g— (asi+2a2+2a 3 ) _ g — (02+0:3) _ e -(a 1 +a 2 +a 3 ) 1 

_ g2ai+4Q2+3Q3 _|_ gQl+2Q2+Q3 g 2 " 1 +3«2 +2Q3 _ gCll+3Q2+2Q!3 

Nous allons maintenant montrer que l'expression du théorème 1 est in- 
dépendante de la décomposition réduite de v choisie puis que les éléments de 
F(W, R[T]) ainsi définis vérifient les propriétés de la proposition 1. 

3 Indépendance par rapport au choix d'une dé- 
composition réduite de v 

Soit A un anneau commutatif. On définit l'algèbre H comme la A-algèbre de 
Hecke engendrée par {ui}i<i< r soumis aux relations de tresses définissant W et 
aux relations uf = m. Soit w G W, on peut définir u w G TL par u w = ■ ■ ■ 
où w = Ti x ■ ■ ■ Ti x est une décomposition réduite quelconque de w. Les éléments 
{uw}wew forment une base du A-module 7t. 

Soit r il , . . . , r ik une suite de réflexions simples et soit w — • • • r_ ik G W . 
D'après les relations vérifiées par les Uj, u ix ■ ■ ■ u ik = u w . 

Pour tout 1 < i < r, on définit la fonction 

h - A ^ H 

1 X H- > 1 + (X — l)ui. 

On vérifie que ces fonctions ht satisfont les relations suivantes (énoncées sous 
une forme différente dans |(|) : 

Proposition 2 Soient 1 < i,j < r des entiers distincts, deux éléments quel- 
conques x et y de A vérifient les équations suivantes : 

hi(x)hj(y) = hj(y)hi(x) si (nrj) 2 = 1, 

hi(x)hj(xy)hi(y) = hj(y)hi(xy)hj(x) si (nrj) 3 = 1, 

h t (x)hj(xy)hi(xy 2 )hj(y) = hj{y)h i (xy 2 )hj(xy)hi(x) si (nrj) 4 = 1, 
h 1 (x)h J (x 3 y)h i (x' 2 y)h j (x 3 y' 2 )hi(xy)h j (y) 

= h j (y)h i (xy)h j (x 3 y 2 )hi(x 2 y)h j (x 3 y)h i (x) si (nrj) 6 = 1. 

Dans la suite, on prendra pour A l'anneau R[T]. Soit w G W et w = ru • • • n t 
une décomposition réduite de w. On définit un élément de TL par : 

i 

lt. \\l> i' ' )• 

3=1 

A l'aide de la proposition 2, une démonstration analogue à celle donnée par 
S. Billey dans || dans le cas de l'algèbre nil-Coxeter nous donne le résultat 
suivant : 
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Théorème 2 Soit w G W . L'élément 72.^,... ,i, de H est indépendant du choix 
d'une décomposition réduite w — • • • de w. Il ne dépend que de w et on le 
notera donc 1Z W . 

Donnons une idée de la démonstration. D'après la définition de T^,...^, et 
d'après la connexité du graphe des décompositions réduites de w, on peut se 
contenter de regarder ce qui se passe pour un élément w correspondant à une 
relation de tresses. Prenons par exemple w — r^ri — rj^rj. Alors T&i,j,i = 
hi(e- a *)h j (e- a *- a j)h i (e- a i) et K jAJ = /& i (e- a Ofc i (e- a <- a i)ft.,-(e- Q, *)> et en 
utilisant la deuxième relation de la proposition 2, on obtient le résultat. Les 
autres cas se traitent de la même manière. 

Le terme J2i( w )<m<i(v) XX e /3jl -!)••■ (e^™ - 1) du théorème 1 est le co- 
efficient de R v sur u w dans la base {u w } w ^w de Ti. et est donc bien indépendant 
de la décomposition réduite de v choisie. 

4 Démonstration du théorème 

Notons ip w l'élément de F(W, R[T]) défini par la formule du théorème 1 (on 
pose ijj w (v) = si v n'est pas plus grand que w). Pour démontrer ce théorème, 
il suffit de montrer que les fonctions (ip w ) w ^w vérifient les quatre propriétés de 
la proposition 1. Les propriétés (i) et (iv) sont immédiates. 

Pour démontrer la propriété (ii), rappelons tout d'abord les deux lemmes 
suivants (voir |Q) : 

Lemme 1 Soit déW et v = ■ ■ ■ Si k une décomposition réduite de v, alors 
A(v~ 1 ) = {l3 j ,l<j<k}. 

Lemme 2 Soit v € W et v — ■ ■ ■ Si k une décomposition réduite de v, alors 

k 

j=i 
On a donc : 

i 

e P-v P = JJ e /*j. (3) 

i=i 

De cette formule, on déduit pour tout w G W : 

r{ W )= n e/3 n (^- i )= n (1-^)=^», 

/3eA(tu-!) /36A(ui- 1 ) / 3GA(to- 1 ) 

ce qui nous donne la propriété (ii). 

Montrons maintenant que les (ip w ) W £W vérifient la propriété (iii) de la 
proposition 1. 
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Soit w € W et ri une réflexion simple. Supposons tout d'abord wri > w. Il 
faut alors montrer que pour tout v <E W, on a : 

$ w ( v ) = $ w ( vri )e- vai . 

On peut supposer vri > v. Si v n'est pas plus grand que w, vri non plus 
car w n'a pas de décomposition qui commence par rj car wri > w. On suppose 
donc w < v < vri. Comme w n'a aucune décomposition qui finit par r^, la 
somme est la même à gauche et à droite de l'égalité. Il suffit donc de vérifier 
e P-vp _ e p-vTip e — von ; ce q U j es t une conséquence immédiate de la formule [|. 

Supposons maintenant wri < w. Il faut montrer que pour tout v G W, on 

a : 



_ e _ vai = i/j (v)+il) '(v). (4) 

Supposons tout d'abord vri > v. On se place dans le cas où w < vri (sinon 
le résultat est trivial). On choisit une décomposition réduite v = ■ ■ -r^ de 
v. On prend pour vri la décomposition vri = • • -r^r,. On trouve alors (en 
utilisant la formule ^) : 

î) w {vn)e- vm = 4> w (v) + {e~ va * - l)$ w (v) + î> wri (v)), 

le premier terme venant des sous décompositions de v "égales" à w, le deuxième 
des mêmes sous décompositions de v auxquelles on rajoute r, à la fin et qui 
redonnent donc w (car wri < w) 7 et le troisième des sous décompositions de v 
"égales" à wri . On trouve alors bien la formule [|. 

Supposons maintenant vri < v. On peut appliquer ce qui précède à v' = vri 
car v'fi > v' et on trouve : 

_ - — = tl> w (vn) + ip r ' w (vri). 

De plus, on peut appliquer le cas wri > w à w' = wri et on obtient : 
tp WTi (vri) = e vai ïp WTi (v). En substituant ainsi ïp WTi (vri) dans l'expression précé- 
dente, on obtient la formule ||. 



5 i^-théorie équivariante des variétés de Bott- 
Samelson 

Dans toute la suite, on se place dans le cas fini ; G est donc un groupe de Lie 
semi-simple complexe simplement connexe d'algèbre de Lie g, K est une forme 
réelle compacte de G, H est un sous-groupe de Cartan de G et T — K n H 
est un tore maximal de K. On note e l'élément neutre de K. Soit N un entier 
strictement positif. Considérons une suite de N racines simples fii, ... , fiN non 
nécessairement distinctes. Pour 1 < i < N, on note d le sous-groupe fermé 
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connexe de G d'algèbre de Lie Mi © f) © Q-m et on pose ifj = Gi f]K . On 
définit : 

r(^i, . . . ,/ijv) = i^i x r K 2 X T ■ ■ ■ x T K N /T, 

comme l'espace des orbites de K\ x K 2 x • • • x Km sous l'action à droite de T N 
définie par : 



(ki,k 2 , . . . ,k N )(ti,t 2 , ... ,t N ) = (kitx,^ k 2 t 2 , ■ ■ ■ ,t A , 1 ^ 1 fcArtA'), U G T, ki G K t 

On notera [fci, /c 2 , . . . , k N ] la classe de (fci, k 2 , . . . , k N ) dans r(/xi, . . . , /Ltjv). 
On notera fc Mi un représentant quelconque de la reflexion de ATg-, (T)/T. Dans 
la suite, on notera r(/xi, . . . , /Ltjv) par T. On munit T de sa structure complexe 
canonique définie dans ||. 

On définit une action à gauche de T sur T par : 

t[kx, . . . , fejv] = [tki, . . . , k^, t eT, h G K t . 

On pose £ = {0, 1}^. Pour e G £, on note Y e C T l'ensemble des classes 
[ki, k 2 , . . . , fc/v] qui vérifient pour tout entier i compris entre 1 et N : 

h G T si = 0, 
ki ^ T si €i = 1. 

On vérifie immédiatement que cette définition est bien compatible avec l'ac- 
tion de T N . On munit £ d'une structure de groupe en identifiant {0,1} avec 
Z/2Z. Pour e e £, on note 71 + (e) l'ensemble des entiers i tels que e» = 1 et 
7r_(e) l'ensemble des entiers z tels que 6j = 0. On pose Z(e) = card(7r + (e)). 
On note (i) G £ l'élément de £ défini par = Sij. Pour e G £, on pose 

w i(e)= II r »> M e ) = !> si {! < fc < h k e 7r +( e )l = 0) . v ( e ) = 

1 < * < i. 

et ai(e) = Vi(e)fj,i. On définit de même v (e) = J| r Mfe G W. On définit 
un ordre sur £ par : 



1 < k < N, 
k e ir + (e) 



e < e' <=> 7r + (e) G n+(e'). 

On démontre alors facilement la proposition suivante : 

Proposition 3 (i) Pour tout e de £, Y e est un espace affine de dimension réelle 
2l(e). _ 

(ii) Pour tout e G £, F e = U e /< £ Y e > 

(iU)T = U eee Y e 

(iv) Pour tout e G £, Y e est stable par l'action de T. 
De plus, nous allons avoir besoin du lemme suivant : 
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Lemme 3 (i) L'ensemble T T des points fixes de Y sous l'action de T est con- 
stitué des 2 N points : 



[ki,k 2 ,... ,k N ], où ki G {e, k^}. 



On identifiera donc T T avec £ en identifiant e avec et fc w avec 1 . 
(ii) Soit (e, e') G £ 2 , alors : 



e G Y e > <=> e < e', 
et dans ce cas pour tout élément h G t), on a : 



det(l-e' l |T ( f,) = ( i (l- e Q 'WW), 



i€ir + (e') 



om T e c , désigne l'espace tangent à Y e > en e. 

Comme la variété T est lisse, K T (T) s'identifie à K (H,T) (respectivement 
K°(H, T)) le groupe construit à partir du semi-groupe des classes d'isomor- 
phisme de faisceaux iî-équivariants cohérents (respectivement iî-équivariants 
localement libres) sur T. Dans la suite, on identifiera ces trois groupes. Soit 
e G £ et soit T un faisceau 77-équi variant localement libre sur T, on définit son 
caractère x(y e ,^ r ) G X[T] sur Y e par : 



La décomposition T — ]J £e£ Y f munit T d'une structure de CW-complexe 
T-équivariant où toutes les cellules sont lisses et de dimension paire ; de plus 
l'ensemble des points fixes de l'action de T sur T est discret. Grâce à cette 
structure, on a la proposition suivante : 

Proposition 4 (i) La K -théorie T-équivariante de T T s'identifie à l'algèbre des 
fonctions sur £ à valeurs dans R[T], qu'on notera F{£;R\T]). 

(ii) La restriction aux points fixes ij, : Kt{T) — > F (S; R[T]) est injective. 

(iii) La K-théorie T-équivariante de T est un R[T]-module libre qui admet 
comme base la famille {ft e } ee £ caractérisée par : 



Vf G T, X (Ye,m) - £(-l) fe Tr(i;H*(y £ ,.F /T7 )). 



k 



Définition 1 Pour e e £, on définit [i e G F(£; R[T]) par : 




si e < e' 



sinon. 



On a alors le théorème suivant : 



Théorème 3 Pour tout e G £, on a : 



*T(Ae) = Me- 
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DÉMONSTRATION : 

En utilisant la formule de localisation d'Atiyah-Bott (voir [||) et le lemme 
3, on obtient pout tout /t S Kt(T) et tout e £ E : 

rv n \ " 4(A)(eQ 

e> < e lli€>r + (e)U e 'J 

Soit eo € £ , et soit /Lt' = iy(/t eo ). Montrons par récurrence sur la longueur de 
e que pour tout e € £, fjt! ea (e) = /x £o (e). Grâce à la formule || et à la caractérisation 
de fl eo , on démontre facilement par récurrence sur l(e) que si e n'est pas plus 
grand que eo, on a bien /ié ( e ) = 0. On peut donc se limiter au cas où eo < e. 
Si e = eo, la formule || et le fait que \(Y t0 ,{i t0 ) — 1 nous donne bien /uL(eo) = 
/i eo (e ). Soit e > eo. On suppose le résultat vérifié pour tout e' de longueur 
strictement plus petite que e, on applique la formule || et le fait que x(^e> Aeo) — 
pour obtenir : 



V"^ iGir+jeo) ^é ( £ ) _ q 

eo è< e n (i-^ <o ) n a-^r ' 

ig7r+(e) i£7T+(e) 

d'où : 



A4 ( e ) _ i€ir+(e')W(«o) 



E 



II (l~e Q * (e) ) eo t"<e II (l-e a «< £ '>)' 

ie7r + (c) 'ie7r + (e)\7T + (e ) 

Si on pose ë = e — (j), où j est le plus grand élément de 7r + (e) \ 7r + (eo), on 
a alors : 



/4p( e ) ien + (e)\TT + (e ) ig7T + (e' )\ir + (cq) 

n (i-e ai(e) ) _ n (i-^ (e) ) £0 ^ <e n a-^v 

iS7T + (e) iS7T + (e)\7r + (e ) e' ^ i i6ir + (e)\ir + (e ) 

En effet, comme j est le plus grand élément de 7r + (e) \ 7r + (eo), pour tout 
i G 7r+(e) \ i"+(eo), cti(e) = ai(ê) si i ^ j et <x,(e) = — ctj(e). On utilise alors 
la relation = — j-z7s • Cette même relation montre, en distinguant les 

termes qui ont un 1 en jème position et ceux qui ont un en jème position, que 
la deuxième somme est nulle et on obtient alors bien : 

II e " ,(e) II (e- ai(e) -l) = /Ue). 

ie7T + (e) ieir + (e ) 
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6 Une autre démonstration du théorème 1 dans 
le cas fini 



Si on note S l'algèbre symétrique de f)*, un résultat analogue à la proposition 
1 prouvé par A. Arabia dans montre que la cohomologie équivariante de X 
s'identifie à une sous-algèbre A de F(W, S), l'algèbre des fonctions de W à 
valeurs dans S munie de l'addition et de la multiplication point par point. Cette 
algèbre A est un S'-module libre qui admet une base t; w indexée par W. Ces 
fonctions vérifient Ç w (v) = si v n'est pas plus grand que w et la formule 
suivante : 

Théorème 4 Soit w < v et soit v — ■ ■ ■ une décomposition réduite de v. 
Si l(w) = k, alors : 

C(v)= £ fa -fa, 

Vl<"-<*3fc 

où la somme porte sur l'ensemble des indices 1 < j\ < ■ ■ ■ < jk < l tels que 
r; . • • • r». = w. 

Ce théorème est démontré de manière purement combinatoire par S. Billey 
dans H . Dans la note on a retrouvé ce résultat en utilisant les variétés 
de Bott-Samelson. Le but de la suite est d'expliquer plus géométriquement le 
théorème 1 à l'aide de ces variétés dans le cas fini. 

Soit wq = r M1 • • • r MN une décomposition réduite du plus grand élément wq 
de W. On pose T = T(jj,i, . . . , /Uj\r) et on définit une application T-équivariante 
g de r dans X par multiplication (i.e. g([k\, . . . , k^}) = k\ * ■ ■ ■ * fcjy [T]). 

La différence fondamentale avec ce qui se passe en cohomologie est due au 
fait que en cohomologie les opérateurs de Demazure Ai vérifient Af — alors 
qu'en i^-théorie, les opérateurs Di vérifient = Di. Une généralisation im- 
médiate de la proposition 3.36 de |ïï|| , où le résultat n'est énoncé que pour des 
décompositions réduites, nous donne : 

Vr G K T (X) , X (F £ , ff *(*r)) - *(D„ (e) 4(r))(l), 

où pour v G W_, on a posé — D v . Or d'après les propriétés (i), (iï) et (iii) 
de la proposition 1 : 

\f(v,w) G W 2 ,(D V (^ W ))(1) =ô v>w . 

On déduit des deux formules précédentes que pour tout e G £ et tout élément 
w G W, on a 

X(Ye,g*(*î> W )) = Ôv(e),w- (6) 

D'après la caractérisation de la base {/t e } ce £, on a donc : 
Vwë W,g*(ip w )= Y, *#«• 



iï 



Soit (w, v) G W 2 . Si on choisit un élément e' G £ tel que g(e') — v et tel que 
i(e') = (ce qui correspond au choix d'une décomposition réduite de v), la 
formule précédente nous montre que 

= (i* T (î> w ))(v) = E *^( e '), 

ce qui nous redonne bien le théorème 1 à l'aide du théorème 3. On remarque 
que l'indépendance par rapport au choix d'une décomposition réduite de v est 
ici une conséquence immédiate du fait que pour tout fibré T-équivariant t sur 
X, la représentation de T dans g*(r) x est la même en tout point a; de T qui 
vérifie g(x) — v. Cette vision géométrique montre également que la formule du 
théorème 1 reste valable si on prend une décomposition non réduite de v (ce 
qu'on peut aussi voir de manière combinatoire) . 



7 Une autre base de Kt{X) 



Comme X est une variété lisse, tout comme dans le cas des variétés de 
Bott-Samelson, Kt{X) s'identifie à Ko(H,X) et à K°(H,X). On sait alors 
que la décomposition en cellules de Schubert X = ]J weW X w fournit une 
base {[C]x l^ew de Kq(X,H). Les classes son t définies par le fais- 

ceau structural de X w prolongé par sur X \ X w . Pour w G W, on pose 
â w = *[0]^f G Kt(X), et a w = i^(â w ). Le résultat suivant est prouvé dans 

m\ : 



si wri < w-, 
si wr,; > w. 



Proposition 5 Pour tout w €W et tout entier 1 < i < r, 

A(0 = 

On définit les éléments G R[T] par a w = E c ^wi )V ■ On va donner une 

expression explicite de ces coefficients. Soit w G W et soit une réflexion 
simple telle que wri > w. Si on applique l'opérateur Di à la décomposition 



E "' ' 



a^,i^ v , on obtient 



A(0 = V alDi^ 



En utilisant les relations vérifiées par les fonctions i/ 1 ", on trouve alors : 

J2<r^ v = E <(r+r ri )= E + E «c^ 

On obtient donc la relation de récurrence suivante sur les coefficients a^, 

a" si vr, < v, 



-, w i 



SI VTi > V. 
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De ces relations, on déduit en utilisant les relations [ï] et || 



V(w,v)€W', al=af^, (7) 

où pour v 6 W, on a posé aj = a\. Il suffit donc de trouver la décomposition 
de a . Pour cela, on aura besoin des valeurs de a 1 : 

^(l) = rLeA + (l-e~ a ): 
a x {v) = si v ^ 1. 

La valeur de cr 1 (l) est calculée à l'aide de la formule d'auto-intersection et les 
autres valeurs sont nulles par le théorème de localisation. 

Comme onaff 1 = J2vew a ïï )V > s °it v G W et e G £ tel que u(e) = w, d'après 
la formule [| le coefficient a" est donné par : 

En utilisant la formule |§] et les valeurs de *<r 1 = «^â 1 , on obtient alors : 
„_ \ ^ IlaeA + (l~ e ") 

a i - 2^ 

e'<e,«(e')=l 



^ rW e )(l-e-^r 



On a donc la proposition suivante : 

Proposition 6 Soit v £W et soit v = • • • «ne décomposition réduite de 
v. Pour tout sous- ensemble I de {1, . . . , 1} et tout entier 1 < i < l, on pose 

ftCO = ( Il r *>* ^( J ) =<>i«Jn{l,...,t} = %). Alors 

jei,j<i 

n QeA ji-e-«) 



II! ; ;i - •»»)' 



où la deuxième somme porte sur l'ensemble des indices 1 < ji < ■ ■ ■ < jk < l 
tels que •■•r^ — lj es£ un élément de R[T] qui ne dépend pas du choix 
d'une décomposition réduite de v. Si on note b v cet élément, alors a\ = V . 

Remarque 2 La proposition précédente est encore valable si on prend une dé- 
composition non réduite de v. 

Si on utilise la relation [j], et si pour v € W_, on pose 6 e = b v , on obtient alors 
le théorème suivant 

Théorème 5 Soit w € W , alors : 



13 



Soit Qw le Q[T]-module libre qui admet pour base la famille {5 w } we w et 
qu'on munit d'une structure d'anneau définie par : 

(qiS Wl ).(q2Ô Wa ) = qi(wiq%)ô wiw% , V(gi,g 2 ) € Q[T} 2 , et {w 1 ,w 2 ) 6 PF 2 , 

où l'action de W sur Q[T] est déduite de celle de W sur T. Dans [[H], B. Kostant 
et S. Kumar introduisent des éléments {yi}i<i< r de Q[T] définis par : 

Vi = -j — ~zz:( s i ^ e- Ql <5 n ). 
1 — e Qi 

Les j/i vérifiant les relations de tresses, on peut définir un élément y w G Qw 
pour tout w G W. On définit alors des éléments {b v ,w}(v,w)ew 2 de Q[T] par : 

Uv^ 1 ^ ^ b vw Ô w -l. 

D'après l'expression combinatoire de b v>w donnée par le lemme 3.5 de p^ , 
b" = b v -i i Y\ (1 — e_a )) et de plus dans ijï^l , S. Kumar montre que quand X v 

aeA + 

est lisse, b Vt \ = (1 — e 1 )~ 1 , où pour u £ W, S(u) = {a G R + ,r a < u}. 

-y<£S(v) 

En particulier b w ° — 1 et donc d'après le théorème 5 : 

*i°xj = E ^- 

w£W 
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